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Àííîòàöèÿ

Ðåâåðñèâíûé ïîèñê � îäèí èç àëãîðèòìîâ, èäåÿ êîòîðîãî «âèòàåò â âîçäóõå» äåñÿ-
òèëåòèÿìè è êîòîðûé ÷àñòî èçîáðåòàåòñÿ çàíîâî ïðîãðàììèñòàìè, çíàêîìûìè ñ òàêè-
ìè àëãîðèòìàìè, êàê ïîèñê â øèðèíó (BFS) è ïîèñê â ãëóáèíó (DFS). Â 1996 ã.
àëãîðèòìó áûëî äàíî èìÿ è äîâîëüíî îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà [1], ñ êîòîðîé åãî ìîæíî
ïðèìåíèòü êî ìíîæåñòâó ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Â ñòàòüå ïîêàçàíî åù¸ îäíî ïðèìåíåíèå
ýòîãî àëãîðèòìà � ïåðåáîð ïîääåðåâüåâ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåâåðñèâíûé ïîèñê, ïåðåáîð ïîäãðàôîâ, ïåðåáîð ïîääåðåâüåâ.

ÐÅÂÅÐÑÈÂÍÛÉ ÏÎÈÑÊ È ÏÅÐÅÁÎÐ

ÏÎÄÄÅÐÅÂÜÅÂ ÃÐÀÔÀ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Áîëüøèíñòâî êîìáèíàòîðíûõ è îïòè-
ìèçàöèîííûõ ïðîáëåì ñîäåðæàò â ñåáå çà-
äà÷ó îáõîäà âåðøèí íåêîåãî ñâÿçíîãî ãðà-
ôà. Ãðàô, êàê ïðàâèëî, èìååò áîëüøîé ðàç-
ìåð è íå çàäàí ÿâíî, èíà÷å ïåðåáîð åãî âåð-
øèí íå ñîñòàâèë áû òðóäà. Èçâåñòíà ëèøü
êàêàÿ-òî íà÷àëüíàÿ âåðøèíà; òàêæå äëÿ
êàæäîé ïîëó÷åííîé â ïðîöåññå ïåðåáîðà
âåðøèíû ìîæíî óçíàòü ñïèñîê ñìåæíûõ ñ
íåé âåðøèí. Çàäà÷à ïðîñòà: ïîñåòèòü âñå
âåðøèíû ãðàôà ïî îäíîìó ðàçó.

Ñóùåñòâóþò äâà êëàññè÷åñêèõ àëãîðèò-
ìà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è: ïîèñê â ãëó-
áèíó (depth-first search) è ïîèñê â øèðèíó
(breadth-first search). Îáà àëãîðèòìà òðåáó-
þò, êðîìå ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ «ôðîíòà»
(ñòåêà èëè î÷åðåäè) âåðøèí, êîòîðûå áó-
äóò ïîñåùåíû, äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äëÿ
çàïîìèíàíèÿ òåõ âåðøèí, êîòîðûå óæå ïî-
ñåùåíû.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅÂÅÐÑÈÂÍÎÃÎ ÏÎÈÑÊÀ

Ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè ìîæíî íàïè-
ñàòü ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì îáõîäà, íå òðå-
áóþùèé çàïîìèíàíèÿ ïîñåù¸ííûõ âåðøèí.
Àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí â 1996 ãîäó è
íàçûâàåòñÿ «ðåâåðñèâíûé ïîèñê» (reverse
search) [1]. Äëÿ åãî ðàáîòû òðåáóåòñÿ, ÷òî-

áû äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ãðàôà áûëà îï-
ðåäåëåíà ñîñåäíÿÿ âåðøèíà f (v), èìåþùàÿ
ìàêñèìàëüíûé «ïðèîðèòåò». Ôóíêöèÿ f
äîëæíà áûòü çàäàíà òàê, ÷òîáû ëþáîé ïóòü
âèäà

v → f (v) → f ((f (v)) → ...

çàêàí÷èâàëñÿ, ïðè÷åì îáÿçàòåëüíî â îäíîé
è òîé æå âåðøèíå v*. Äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè
ïîëîæèì f (v*) = v*.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: ïðîíóìåðóåì âåð-
øèíû ãðàôà íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (p (v))
è îïðåäåëèì f (v) êàê âåðøèíó, èìåþùóþ
ìàêñèìàëüíûé íîìåð ñðåäè ìíîæåñòâà
nei (v) âñåõ ñîñåäåé v. Êîíå÷íî, íå ëþáàÿ
íóìåðàöèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âûùåóê-
çàííîìó êðèòåðèþ. Íà ìíîæåñòâå V âåð-
øèí ãðàôà ôóíêöèÿ p äîëæíà èìåòü åäèí-
ñòâåííûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, îí æå è ãëî-
áàëüíûé (ðèñ. 1).

Ðàññìîòðèì ãðàô T, ìíîæåñòâî âåðøèí
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ V, à ðåáðî ìåæäó u è
w åñòü, êîãäà u = f (w) èëè w = f (u). Íå-
ñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ãðàô áóäåò äåðå-
âîì. Íà ðèñóíêå ð¸áðà äåðåâà îáîçíà÷åíû
ñòðåëêàìè, âåäóùèìè îò v ê f (v), ïî âîçðà-
ñòàíèþ íîìåðà âåðøèíû.

Ñîáñòâåííî àëãîðèòì ðåâåðñèâíîãî ïî-
èñêà î÷åíü ïðîñò (ñì. àëãîðèòì 1).

Øàãè 1 è 2 ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îáíàðó-
æåíèÿ êîðíÿ äåðåâà, à øàãè 3 è 4 îáõîäÿò
ýòî äåðåâî â ãëóáèíó. Îáîéäÿ âñå âåðøèíû
äåðåâà, ìû òåì ñàìûì îáîéä¸ì âñå âåðøè-
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íû èñõîäíîãî ãðàôà. Îáõîä äåðåâà äåëàåòñÿ
â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì âîçðàñòà-
íèþ ôóíêöèè p, îòñþäà íàçâàíèå àëãîðèò-
ìà: ðåâåðñèâíûé, òî åñòü îáðàòíûé ïîèñê.

Ïîñëå ýòîãî ïðèìåðà ìîæåò ñîçäàòüñÿ
âïå÷àòëåíèå, ÷òî àëãîðèòì âîîáùå íå èìå-
åò ñìûñëà, òàê êàê âñå çàáîòû, ñâÿçàííûå ñ
îòáðàñûâàíèåì óæå ïîñåù¸ííûõ âåðøèí,
ïåðåëîæåíû íà ôóíêöèþ f, è ïîñ÷èòàòü å¸
íå ïðîùå, ÷åì îáîéòè âñå âåðøèíû ãðàôà.
Ýòî íå òàê: íà ìíîãèõ ãðàôàõ, çàäàííûõ
íåÿâíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìèíîâ êàêîé-
ëèáî ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ôóíêöèÿ f òðè-
âèàëüíî ôîðìóëèðóåòñÿ â òåõ æå òåðìèíàõ.
Àâòîðû â ñâîåé ñòàòüå ïðèâîäÿò àëãîðèòìû
äëÿ ïåðåáîðà:

� òðèàíãóëÿöèé òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
� îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà,
� îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà íà ïëîñêî-

ñòè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ð¸áðàìè,
� ñâÿçíûõ èíäóöèðîâàííûõ ïîäãðàôîâ

ãðàôà,
� âåðøèí n-ìåðíîãî âûïóêëîãî ìíîãî-

ãðàííèêà, çàäàííîãî ãèïåðïëîñêîñòÿìè ãðà-
íåé,

� äðóãèõ îáúåêòîâ.
(Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôè-

êàöèÿ àëãîðèòìà, äîïóñêàþùàÿ íàëè÷èå
íåñêîëüêèõ «ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ» â ãðà-
ôå ïîèñêà).

ÏÅÐÅÁÎÐ ÏÎÄÄÅÐÅÂÜÅÂ ÃÐÀÔÀ

Ïîñòðîèì àëãîðèòì ïåðåáîðà âñåõ ïîä-
äåðåâüåâ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G, îñíîâàí-
íûé íà ðåâåðñèâíîì ïîèñêå. Ìíîæåñòâî
âåðøèí V ãðàôà ïîèñêà ñîîòâåòñòâóåò ìíî-
æåñòâó ïîääåðåâüåâ G. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìåæäó âåðøèíàìè u è w åñòü ðåáðî,
åñëè u ïîëó÷àåòñÿ èç w äîáàâëåíèåì èëè

óäàëåíèåì îäíîãî ðåáðà èç ãðàôà G. Äîïóñ-
òèì, ÷òî ð¸áðà ãðàôà G êàê-òî óïîðÿäî÷å-
íû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u = f (w), åñëè u
ïîëó÷àåòñÿ èç w óäàëåíèåì ìàêñèìàëüíîãî
ðåáðà (íå ñ÷èòàÿ òåõ ð¸áåð, ïîñëå óäàëåíèÿ
êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ äâà äåðåâà âìåñòî îä-
íîãî). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âåðøèíà v* â
òàêîì ñëó÷àå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïóñòî-
ìó ïîäãðàôó G.

Ïîñòðîèì, íàïðèìåð, ãðàô ïîèñêà âñåõ
ïîääåðåâüåâ ãðàôà èç òð¸õ âåðøèí (ðèñ. 2).

Êàæäûé óçåë ãðàôà ïîèñêà ñîîòâåòñòâóåò
îäíîìó èç ïîääåðåâüåâ íàøåãî ãðàôà; ïóñ-
òîå ïîääåðåâî íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì
(ðèñ. 3).

Íàïðàâëåíèÿ ñòðåëîê ñîîòâåòñòâóþò óäà-
ëåíèþ ð¸áåð ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì â
èñõîäíîì ãðàôå. Ïîääåðåâüÿ èç îäíîé âåð-
øèíû íå ó÷èòûâàþòñÿ; ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ìû ðàññìàòðèâàåì «ð¸áåðíûå» ïîääåðåâüÿ.

Øàãè 1 è 2 àëãîðèòìà ïåðåáîðà ïîääå-
ðåâüåâ ñîîòâåòñòâóþò øàãàì 3 è 4 îáùåãî
àëãîðèòìà ðåâåðñèâíîãî ïîèñêà, òàê êàê
èçâåñòíî, ÷òî íà÷àëüíîå ïîääåðåâî � ïóñ-
òîå, è èñêàòü åãî íå íàäî. Êðîìå òîãî, äåð-
æàòü ïîääåðåâüÿ íà ñòåêå íå òðåáóåòñÿ: ìîæ-
íî âìåñòî ïîääåðåâà êëàñòü íà ñòåê ð¸áðà
èñõîäíîãî ãðàôà. Êàæäîå ðåáðî êëàä¸òñÿ
íà ñòåê äâàæäû: ïåðâûé ðàç � äëÿ äîáàâëå-
íèÿ â ïîääåðåâî, âòîðîé ðàç � äëÿ óäàëåíèÿ
èç íåãî (ñì. àëãîðèòì 2).

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Àëãîðèòì 1

1. Âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v
2. Åñëè v ≠ f (v), òî ïðèñâîèòü v ← f (v) è  ïåðåéòè ê øàãó 1
3. Ïîëîæèòü íà ñòåê âåðøèíó v
4. Ïîêà ñòåê íå ïóñò:

1. Ñíÿòü ñî ñòåêà âåðøèíó u
2. «Ïîñåòèòü» u
3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû w ∈ nei (u):

• Åñëè  f(w) = u, òî ïîëîæèòü w íà ñòåê
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Abstract

The idea of reverse search was in the air for decades, and lot of programmers were
reinventing it without giving it a name, while the similar algorithms such as breadth-first
search and depth-first search were widely known. In 1996 the general algorithm was
presented in [1], which was shown to be suitable for variety of problems. In the present
paper another application of this algorithm is shown: enumeration of the subtrees of an
arbitrary graph..

Ïîääåðåâî S ′ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì
ðåáðà h ê S. «Ñîñåäè» S ′ â ãðàôå ïîèñêà �
ýòî ïîääåðåâüÿ, ïîëó÷åííûå óäàëåíèåì îä-
íîãî ðåáðà èç S ′. Ïîñêîëüêó ñîñåäè òàêæå
äîëæíû ÿâëÿòüñÿ äåðåâüÿìè, òî èç S ′ ìîæíî
óäàëÿòü òîëüêî «âèñÿ÷èå» ð¸áðà, òî åñòü òà-
êèå, êîòîðûå èìåþò âåðøèíó ñî ñòåïåíüþ 1.
S = f (S ′), åñëè h ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èç
âñåõ òàêèõ ð¸áåð. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî h
äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíûì ðåáðîì èç âñåõ,
êîòîðûå ìîãëè áûòü äîáàâëåíû â S ′ íà ïîñ-
ëåäíåì øàãå. Â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó-
÷àå ìû ïåðåõîäèì ê ïîääåðåâó S ′. Ýòî äà¸ò
ãàðàíòèþ, ÷òî íè îäíî ïîääåðåâî íå áóäåò
ïîñåùåíî äâàæäû. Ïðè îáõîäå â øèðèíó
èëè â ãëóáèíó èçáåæàòü ïîâòîðåíèé òàê
ïðîñòî áû íå ïîëó÷èëîñü.
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Àëãîðèòì 2

1. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ãðàôà G
• Ïîëîæèòü e íà ñòåê

2. S ← ïóñòîé ãðàô
3. Ïîêà ñòåê íå ïóñò:

• Ñíÿòü ðåáðî j ñî ñòåêà
• Åñëè j ∈ S:

• Óäàëèòü j èç S
• Èíà÷å:

• Äîáàâèòü j â S
• «Ïîñåòèòü» S
• Ïîëîæèòü j íà ñòåê
• Äëÿ êàæäîãî ðåáðà h ãðàôà G, ñîñåäíåãî ñ îäíèì èç ð¸áåð S è íå ïðèíàäëåæàùåãî S:

• S' ← S + h
• Åñëè S ′ � äåðåâî è åñëè h � ìàêñèìàëüíîå ðåáðî S', ñîäåðæàùåå âåðøèíó

             ñòåïåíè 1, òî ïîëîæèòü h íà ñòåê

Ðèñ. 3


